Développement : Formes de Hankel

Recasages possibles : 144, 170, 171
Référence : Carnet de voyage en Algébrie, CALDERO, PERONNIER (p. 119-122).

Développement

t
Théoréeme 1 Soit P € R[X] unitaire de degré n. On écrit P = [] (X — a;)™ avec
i=1
les a; € C deux a deux distincts, et m; > 1. On considere la forme quadratique g
sur R,,_1[X] donnée par

VR € Ry 1[X], q(R) =) miR(a;)*.

Alors, la signature de ¢ est (r + s, s) ou  est le nombre de racines réelles distinctes
de P, et s est la moitié du nombre de racines complexes non réelles distinctes de P.

° E‘tape 1 : On commence par vérifier que ¢ est bien une forme quadratique. Intro-
duisons quelques notations. Soit I = {i € [1,¢] | a; € R} de cardinal r. Comme
P est a coefficients réels, si ¢ ¢ I, alors a; et @; sont racines de P avec méme mul-
tiplicité. Ainsi partitionnons [1,¢] \ I en deux sous-ensembles J et J* de méme
cardinal s tels que a tout j € J, on peut faire correspondre un unique j* € J*
de sorte que o+ = @ et réciproquement. Posons enfin

Rn—l[X] X Rn—l[X] — R
(R, S) — E mzR(al)S(al)

=1

Cette application (a priori & valeurs dans C) est bien a valeurs dans R. En effet,
si j € J, d’apres ce qui précede, on a m;- = m;, donc pour R, S € R,,_1[X],

b(R, S)

ZmiR(ai)S(ai)
= > miR(e)S(ew) + > miR(a;)S(ey) + Y miR(ar)S(a)

el jeg keJ*
= > miR(ai)S(ai) + ) m;(R(a;)S(ay) + R(@j)S (@)
i€l jEeJ

Or,sii€l, a; € R, et comme R, S sont a coefficients réels, la premiere somme
est réelle. De plus, si j € J, R(@;) = R(a;) et de méme pour S, donc la deuxiéme
somme est en fait égale a

Z m; (R(a;)S(a;) + R(a;)S(ey)) = Z 2m;Re(R(a;)S ()

jedJ jedJ

et est donc réelle, ce qui montre que b est a valeurs dans R. On voit de plus
que b est bilinéaire symétrique (c’est assez clair) et que pour tout R € R,,_1[X],
q(R) = b(R,R). Ceci justifie que ¢ est bien une forme quadratique réelle sur
Pespace R,,—1[X].

Etape 2 : On cherche a exprimer ¢ sous la forme d’une somme de carrés de formes
linéaires indépendantes sur R,,_1[X], ce qui permettra d’en déduire sa signature.

t
Notons que ¢ = Y mjev2, ol ev,, est Papplication linéaire de R,,_1[X] das C

d’évaluation en a; (ATTENTION : ce n’est pas une forme linéaire, n’étant pas a
valeurs dans R en général). Pour ramener les choses dans R, on pose

Y; = €eVq, si 1€l
eV, +eVa .4 . .
Y = —3 g 5 i = %e(evaj) si j€ed
wkzwzjm(evak) si keJ etk=j"
de sorte que pour tout i € [1,t], ¢; € R,—1[X]*. Pour j € J, on a
1 1
24,03 — 230?* = 2Z(evaj + eva].*)2 + 21(6\,%* — ev%.)2

1
= 3 (2evij + Qevij* +2eva,eVa,. — 20V, . eVa,)

_ 2 2
= evy, + evy,. -

Ainsi,

t
— w2 — a2 (o2 2
q—E miev,, = E mievaiﬂ-g mj(evy, +evy )
i=1

i€l jeJ
2 2 2
= E mip; + E 2m;pl — E 2mypy,.
il j€J keJ*

E’tape & : Il ne nous reste plus qu’a montrer que les formes linéaires ; sont bien
linéairement indépendantes, et on aura terminé. Soient donc Aq,..., A; € R tels
que

A1+ -+ Aoy = 0.
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On a par définition (attention & ne pas confondre le i complexe de l'indice 7)

¢
; Aipi = z A€V, + % z )\j(evaj + eVa].*) + 2% Z /\j*(evaj* — eVaj)

el JjeJ jreJ*
Aj i Aj — i
§ E J J E J J
= )\ievai + TGVQJ + Tevaﬁ
iel jeJ jreJ*

On est donc en présence d’une combinaison C-linéaire de la famille (evq, ), e[t
c’est donc une égalité dans C,,_1[X]*. Or, aq, ..., a; étant deux & deux distincts,
la famille (eva, );cqp 4 est la famille duale de la famille libre (L;) ¢y 4 de Cn—1[X]
constituée des polynomes interpolateurs de Lagrange associés a o, ..., a;. Ainsi,
(eva,) ie[1,) €t une famille libre. Attention, avant de conclure que les coefficients

t
de cette combinaison C-linéaire sont nuls, il faut justifier pourquoi > Agpr =0
k=1
dans C,,—1[X]*, sachant que c’est le cas dans R,,_1[X]*. Si Q € C,,_1[X], on peut
écrire Q = Q1 + iQ2 avec Q1 € R,,_1[X] et Q2 € R,,_1[X], et alors

t t t
> k(@) =D Meer(Q1) +1 Y Mrpr(Q2) = 040 = 0.
k=1 k=1 k=1

t
Ainsi, > Agpr est nul en tant qu’élément de C,_1[X]*, donc par liberté de
k=1

(eva,); e[, les coefficients de la combinaison C-linéaire nulle ci-dessus sont nuls.
On a donc pour tous ¢t € I, j € J,
Aj + A _ Aj — i _0

2 2 ’
ce qui implique directement que A; = 0 pour tout 7 € [1,¢], puis que (%‘)ie[[l i st
libre. Finalement, on a bien décomposé g en somme de carré de formes linéaires
indépendantes donc on peut lire sa signature sur cette décomposition. Comme
les m; sont strictement positifs, on a

sign(q) = (#1 + #J,#J%) = (r + s, 9).

En particulier, connaissant la signature (p4,p—_) de ¢, on peut en déduire le
nombre de racines distinctes de P en calculant

Ai=0 0 ;

rang(q) = p4+ +p- =71+ 2s,
et également le nombre de racines réelles distinctes de P, en calculant

P+ —p—=r+s—s=r.

Commentaires et prolongements :

e Ce théoreme semble intéressant pour connaitre des informations sur les racines

d’un polynome réel P, mais énoncé comme tel, il semble inutilisable. En effet,
pour calculer la forme quadratique g avec sa définition, il nous faut connaitre les
formes ev,,, ou autrement dit les racines «; de P, c’est-a-dire exactement ce que
I’on cherche. On peut contourner ce probléeme en obtenant une autre expression
pour g : Pour k£ € N, on note s; les sommes de Newton de P, définies par

t
Sp = E miaf.
i=1

Ces expressions étant symétriques en les racines de P (lorsqu’on les considere
avec leurs multiplicités) on sait que les s, sont des polynémes en les fonctions
symétriques élémentaires en les a;, donc des polynoémes en les coefficients de
P (d’apres les relations coefficients-racines). Ainsi, on peut calculer les s sans
connaitre les «; (par des formules dites de Newton). Par ailleurs, si R € R,,_1[X]
est le polynome donné par R(X) = a, 1 X" ' +--- + ao, alors on a

t

_ 2

q(R) =q(ag,...,an—1) = g mi(an_la? 1—|—-~-—|—a0)
i=1

t n—1
= E m; E akakafH

i=1 k=0

n—1

t
= E arag E miafH

k,1=0 i=1

n—1
= E Sk+10KkQ;.

k,1=0

On obtient bien une expression de ¢ sur R” ~ R, _1[X] qui est calculable &
partir seulement des coefficients de P.

Une autre facon de faire le lien avec les sommes de Newton et de montrer qu’on
peut calculer ¢ sans connaitre au préalable les racines de P consiste a déterminer
la matrice de ¢ dans la base canonique B = (1, X,...,X""!) de R,—1[X]. En
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effet, si b est la forme polaire de ¢, et sii,j € [0,n — 1] on a
t ‘ t o
b(XZ,XJ) = kaaZai = kaa2+j = 57;4’,]'.
k=1 k=1

Ainsi, Matg(q) = (Siﬂ')ije[[oﬂ—l]] et on peut donc réduire ¢ simplement en
connaissant les sommes de Newton de P, qui sont comme dit plus haut des
polynoémes en ses coefficients.

On peut chercher & voir ce que ce résultat donne si P est de degré 2 (et espérer
retrouver les résultats classiques). On note P = X2 + bX + ¢ avec b,c € R et on
note o, a2 € C ses racines (avec multiplicité). Calculons les sommes de Newton
associées pour k € {0,1,2} ={k+1|0<k,l<1}.Ona

50:1+1:2, 5110414*042:71),

et
sy =a3 +ai = (a; +az)? — 20105 = b* — 2c.

Ainsi, la forme quadratique a étudier est g(ag, a1) = 2a2 — 2baga; + (b* — 2c)a?.
L’algorithme de Gauss appliqué a g donne

q(ag,ar1) = 2(a? —bagay) + (b* — 2c)a?
= 2((@0 — gal)Q — %a%) + (b* — 2¢)a?

2
= 2(ap— La1)” + (b — 4c)al.

On voit donc trois cas possibles :
e Si b? — 4c = 0, alors sign(q) = (1,0) donc d’apres le Théoréme 1, P a
140 =1 racine dans C et 2 x 0 = 0 racine non réelle donc 'unique racine de
P est réelle.
e Si b2 — 4c > 0, alors sign(q) = (2,0) donc P a 2+ 0 = 2 racines distinctes
dans C et aucune racine non réelle donc deux racines réelles distinctes.
e Si b2 —4e < 0, alors sign(q) = (1,1) donc P a 1+ 1 = 2 racines distinctes
dans C et 2 x 1 racines non réelles.
On retrouve dans tous les cas les résultats bien connus sur les racines d’un po-
lynéme réel de degré 2 (ouf!).
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